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آموزشی

عنايت‌اله راستي‌زاده 
دبير رياضي دبيرستان‌هاي شيراز

اشاره
ردپاي اتحاديه‌هاي مهم جبري كه در رياضيات پايه آموزش داده مي‌شوند، در جاي‌جاي مباحث 
ديگر رياضيات دبيرســتاني ديده مي‌شود. در اينجا كوشش شده اســت، در اثبات درستي برخي 
نامساوي‌ها از كاربردهاي گوناگون اتحادهاي اساسي جبري استفاده شود. بدون شك موضوع نامساوي‌ها 

و اثبات آن‌ها همواره مورد تأكيد و توجه بوده و مهارت‌هاي حل اين مسائل ضروري انكارناپذير است.

 كلیدواژه‌ها:     اتحاد جبري، اثبات نامساوي، واسطة حسابي، واسطة هندسي، اتحاد مربع                                        

نمونة 1.
الف( براي هر x و y حقيقي نشان دهيد:

x y xy x y2 2 1+ + ≥ + +

ب( براي هر y ، x و z دلخواه نشان دهيد:
x y z xy xz yz2 2 2+ + ≥ + +

 اثبات الف: فرض كنيم رابطة فوق برقرار باشد. در اين صورت:
x y xy x y2 22 2 2 2 2 2+ + ≥ + +

(x xy y ) (y y ) (x x )2 2 2 22 2 1 2 1− + + − + + − + ≥ 

با استفاده از اتحاد مربع دو جمله‌اي مي‌توان نوشت:
(x y) (y ) (x )2 2 21 1− + − + − ≥ 

نامساوي اخير به‌وضوح برقرار است و روابط همگي برگشت‌پذيرند. 
بنابراين حكم مسئله برقرار است.

 اثبات ب: به طريق مشــابه الف صــورت مي‌گيرد. ابتدا دو طرف 
نامساوي را در 2 ضرب كنيد.

نمونة 2. نشان دهيد براي هر a و b حقيقي داريم:
a b (a ba)2 22 1 2+ + ≥ −

 اثبات: فرض كنيم رابطة بالا درست باشد، بنابراين:

( ) a b a ab

( ) ( a b ab) (a a )

( ) (a b) (a )

+ + − + ≥

+ + + − + ≥

+ + − ≥

2 2

2 2 2

2 2

1 2 1 2 2
2 2 2 1
3 1







رابطة )3( به‌وضوح برقرار اســت و روابط همگي برگشت‌پذيرند. 
پس نامساوي صورت مسئله برقرار است.

نمونة‌3. براي هر b ، a و c حقيقي نشان دهيد:
a b c (a b c)2 2 2 3 2+ + + ≥ + +

    اثبات 
برخي نامساوي‌ها 

به كمك اتحادهاي جبري
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 اثبات: شــباهت خاصي ايــن نمونه با دو نمونــة قبلي دارد. در 
اينجا مي‌توانيم با تيكه بر اتحــاد مربع مجموع دو جمله و به‌صورت 

غيربازگشتي به اثبات نامساوي بپردازيم. 
a) اســتفاده  ) (b ) (c )2 2 21 1 1− + − + − ≥  از نابرابري بديهي 

كرده و حكم را ثابت كنيد.
نمونة‌x .4 و y دو عدد حقيقي و مثبت‌اند. نشان دهيد:

x y x y xy4 4 3 3+ ≥ +

 اثبات: به ياري روش بازگشــتي به سراغ درستي اثبات مي‌رويم. 
فرض كنيم نامساوي درست باشد، در اين صورت:

x x y y xy

x (x y) y (x y)

(x y )(x y)

4 3 4 3

3 3

3 3

− + − ≥

⇒ − − − ≥

⇒ − − ≥







حال به كمك اتحاد جبري تفاضل مكعب دو جمله داريم:
x y (x y)(x xy y )3 3 2 2− = − + +

پس:
(x y)(x xy y )(x y)

(x y) (x xy y )

2 2

2 2 2

− + + − ≥

⇒ − + + ≥





x نيز مثبت و لذا نامســاوي  xy y2 2+ + چون x و y مثبت‌اند،
اخير درست اســت. همچنين همة روابط بالا برگشــت‌پذيرند. اين 

موضوع درستي نامساوي صورت مسئله را نتيجه مي‌دهد.
نمونة‌5. ثابت كنيد كه:

a b ab
2
+

≥ (a>0,b>0)  )الف
ب( اگر a≥b>0، آن‌گاه:  

(a b) a b (a b)ab
a b
− + −

≤ − ≤
2 2

8 2 8

 اثبات‌الف: اين نامســاوي به نامساوي بين واسطه‌هاي حسابي و 
هندسي معروف است و از جمله نامســاوي‌هاي كاربردي به حساب 

مي‌آيد. داريم:

a b ab (a b ab) ( a b)21 12
2 2 2
+

− = + − = − ≥ 

a b ab
2
+

≥ پس: 

 اثبات‌ب: ابتدا نشان مي‌دهيم: 
(a b) a b ab

a
− +

≤ −
2

8 2

كافي است ثابت كنيم كه:
(a b) ( a b)

a
− −

≤
2 2

8 2

در نتيجه لازم است كه نامساوي زير را ثابت كنيم:

( a b) ( a b) ( a b)
a

2 2 2

8 2
− + −

≤

پس بايد نشان دهيم:
( a b)

a

2 1
8 2
+

≤

داريم:
( a b) a b ab( )

a a
b b b( ) ( )
a a a

+ + +
=

= + + = +

2

2

1 2
8 8

1 11 2 1
8 8

، زيرا: b( )
a

21 11
8 2

+ ≤ اما: 

b ba b
a a

b( )
a

2

1 1 2

1 4 11
8 8 2

≥ > ⇒ ≤ ⇒ + ≤

⇒ + ≤ =



همچنين به طريق مشابه ثابت مي‌شود كه هرگاه a≥b>0، آن‌گاه: 
a b (a b)ab

b

2

2 8
+ −

− ≤

در اثبات درســتي نامســاوي اخير نقش پررنگ اتحادهاي مربع 
مجموع و تفاضل دو جمله و اتحاد مزدوج ديده مي‌شود.

دو نتيجة ديگر از نامساوي بين واسطه‌هاي حسابي و هندسي
در ســؤال قبل ديديم كه هرگاه a و b مثبت باشــند، ميانگين 
حسابي آن‌ها بزرگتر يا مســاوي ميانگين هندسي آن‌هاست؛ يعني: 
. از اين نامســاوي به شــيوه‌هاي گوناگون در اثبات  a b ab

2
+

≥

درستي ديگر نامساوي‌ها اثبات مي‌شــود. در نمونه‌هاي بعدي به دو 
نتيجة ديگر از اين نامساوي خواهيم پرداخت.

نمونة 6. ثابت كنيد هرگاه b ، a و c نامنفي باشند، آن‌گاه:
(a b)(b c)(c a) abc8+ + + ≥

نامساوي بين واســطه‌هاي حسابي و هندسي را ‌كيبار براي a و 
b و بار ديگر براي b و c و همچنين ‌كيبار براي a و c مي‌نويسيم:

a b b c c aab , bc, ac
2 2 2
+ + +

≥ ≥ ≥

a b ab2+ ≥ b و  c bc2+ ≥  ، c a ca2+ ≥ پس: 
در نتيجه:

(a b)(b c)(c a) ( ab)( bc)( ac) abc2 2 2 8+ + + ≥ =

و حكم ثابت شد.
نمونة‌7. اگر y ، x و z اعداد حقيقي مثبت باشند، ثابت كنيد:

(x z y)(z y x)(y x z) xyz+ − + − + − ≤
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 اثبات: با توجه به نمونة قبلي و )بدون آنكه به كليت مسئله خللي 
وارد شود(، با انتخاب

x z y a, z y x b, y x z c+ − = + − = + − =

خواهيم داشت:
a c b c a bx , y , z
2 2 2
+ + +

= = =

(a c)(b c)(a b) abc8+ + + ≥ در نمونة قبلي ديديم كه:        

a c b c a b( )( )( ) abc
2 2 2
+ + +

≥
پس:                                 

( )( )( )xyz x z y z y x y x z⇒ ≥ + − + − + −

و حكم ثابت شد.

كاربردي از اتحاد مربع مجموع 3 جمله در اثبات نامساوي‌ها
حالا نوبت آن رســيده اســت كه ردپاي اتحاد مربع مجموع سه 
(a b c) a b c (ab ac bc)2 2 2 2 2+ + = + + + + + جمله را كه به صورت

مي‌شناســيم، در اثبات درستي كي نامساوي جبري دنبال كنيم. به 
نمونة زير توجه كنيم:

نمونة 8. اگر b ، a و c طول اضلاع كي مثلث باشند، ثابت كنيد:
(ab bc ac) (a b c) (ab bc ac)23 4+ + ≤ + + < + +

(ab bc ac) (a b c)23 + + ≤ + +  اثبات: ابتدا نشان مي‌دهيم:    

a b c ab ac bc2 2 2+ + ≥ + +
ديديم كه )نمونة 1- ب(:           

پس:
a b c ab ac bc
ab ac bc ab ac bc

2 2 2 2 2 2
2 2 2

+ + + + + ≥
+ + + + +

اما طرف نخســت نامســاوي فوق همان اتحاد مربع مجموع سه 
جمله است. پس:

(a b c) (ab ac bc)2 3+ + ≥ + +

در نتيجه نابرابري ســمت چپ اثبات شد. حال به اثبات نابرابري 
سمت راست مي‌پردازيم.

چون b ، a و c طول اضلاع مثلث هستند، پس اندازة هر ضلع از 
مجموع دو ضلع ديگر كمتر است. از اين واقعيت استفاده ميك‌نيم و 

اثبات را به‌صورت زير ادامه مي‌دهيم:
a b c a a(b c) a ab ac ( )2 2 1< + → < + → < +

( )b a c b b a c b ab bc ( )2 2 2< + → < + → < +

c a b c c(a b) c ac bc ( )2 2 3< + → < + → < +

از جمع طرفين نامساوي‌هاي )1(، )2( و )3( خواهيم داشت:
a b c ab ac bc2 2 2 2 2 2+ + < + +

a b c ab ac bc ab ac bc2 2 2 2 2 2 4 4 4+ + + + + < + + در نتيجه:  
و استفاده از اتحاد مربع مجموع سه جمله نتيجه مي‌دهد كه:

(a b c) (ab ac bc)2 4+ + < + +

مسائل مسابقه‌ها و المپيادها
در ادامه به نمونه مســائلي از مســابقات و المپيادها مي‌پردازيم. 
بدون شك كمتر مســابقه يا المپيادي را مي‌توان مثال زد كه در آن 

سؤالي از موضوع نامساوي‌ها مطرح نباشد.
نمونة 9. بزرگ‌ترين عدد حقيقي k را بيابيد كه براي هر عدد مثبت 

a داشته باشيم:
a
1 1− ≥ a با شرط 

a k(a )
aa

3
3
1 1

− ≥ −

)المپياد رياضي ايران، مرحلة نخست، بهمن 1388(

پاسخ: به كمك اتحاد تفاضل مكعب دو جمله مي‌توان نوشت:
(a )(a ) k(a )

a aa
2

2
1 1 11− + + ≥ −

*k a k (a )
aa

2 2
2
1 11 3⇒ ≤ + + → ≤ − +

٭ توجه كنيم كه:
a (a )

aa
2 2

2
1 1 2+ = − +

، پس: a
a
1 1− ≥ اما با توجه به شرط مسئله، چون: 

(a )
a

21 3 1 3 4− + ≥ + =

پس بيشترين مقدار ممكن براي k برابر 4 است.

نمونة 10. براي هر b ، a و c متعلق به اعداد حقيقي مثبت، ثابت كنيد:
(a b ) (a b)3 3 34 + ≥ + الف(  

(a b c ) (a b c)3 3 3 39 + + ≥ + + ب( 
)سي و دومين المپياد رياضي، انگلستان 1996(

)منبع: راهنماي المپياد رياضي ترجمه هوشنگ شرقي، انتشارات مدرسه، 1384(

 اثبات الف: فرض كنيم نامساوي برقرار باشد. پس:
a b a b a b ab3 3 3 3 2 24 4 3 3+ ≥ + + +

a b ab(a b)3 33 3 3+ ≥ +

a b ab(a b)3 3+ ≥ +

a a b b ab3 2 3 2− + − ≥ 

a (a b) b (a b)2 2− − − ≥ 

(a b)(a b ) (a b) (a b)2 2 2− − ≥ → − + ≥ 

چون a و b مثبت‌اند، پس نامساوي اخير برقرار است و همة روابط 
برگشت‌پذيرند. بنابراين براساس اثبات به روش بازگشتي حكم برقرار است.
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 اثبات ب: با توجه به نابرابري الف داريم:
(a b ) (a b) ( )3 3 34 1+ ≥ +

(a c ) (a c) ( )3 3 34 2+ ≥ +

(b c ) (b c) ( )3 3 34 3+ ≥ +

از )1(، )2( و )3( نتيجه مي‌شود:
( a b c ) (a b) (b c) (a c)3 3 3 3 3 34 2 2 2+ + ≥ + + + + +  

(a b c ) (a b c )

(a b ab a c ac b c bc )

3 3 3 3 3 3

2 2 2 2 2 2

8 2
3

→ + + ≥ + +

+ + + + + +

a اضافه ميك‌نيم: b c3 3 3+ + به دو طرف نابرابر اخير 

(a b c ) (a b c a b ab

b c bc a c ac )

3 3 3 3 3 3 2 2

2 2 2 2

9 3+ + ≥ + + + +

+ + + +

حال كافي است نشان دهيم:
(a b c a b ab b c bc a c ac )

(a b c) (*)

3 3 3 2 2 2 2 2 2

3

3 + + + + + + + +

≥ + +
اما:

(a b c) ((a b) c)

(a b) (a b) c (a b)c c

a b a b ab a c b c abc

ac bc c

3 3

3 2 2 3

3 3 2 2 2 2

2 2 3

3 3
3 3 3 3 6

3 3

+ + = + +

= + + + + + +

= + + + + + + +

+ +

با جاي‌گذاري برابري اخير در )٭( و ســاده كردن، كافي اســت 
نشان دهيم:

a b c abc3 3 3 3+ + ≥

اما طبق اتحاد اولر داريم:

a b c abc

(a b c)(a b c ab ac bc)

3 3 3

2 2 2

3+ + −

= + + + + − − −

a b c+ + >  از آنجا كه b ، a و c اعداد حقيقي مثبت‌اند، پس: 
، پس:  a b c ab ac bc2 2 2+ + ≥ + + همچنيــن ديديم كــه: 

. (a b c)(a b c ab ac bc)2 2 2+ + + + − − − ≥ 

a و اثبات به پايان  b c abc3 3 3 3+ + ≥ اين نتيجه مي‌دهد كه: 
مي‌رسد.

در اثبات دو نامســاوي اخير نيز نقــش پررنگ اتحادهاي جبري 
ديده شد.

نمونة 11. اگر b ، a و c مثبت باشند، نشان دهيد:
(a b c)

a b b c c a abc

21 1 1
6
+ +

+ + ≤
+ + +

)طرح شده توسط ياكوب علي‌اف، دانشگاه باكو آذربايجان(

 اثبات: داريم:
(a b) ab (a b)2 24+ − = − ≥ 

bc و:  (b c)24 ≤ + . به‌طور مشــابه:  ab (a b)24 ≤ + و بنابراين: 
. بنابراين: ac (a c)24 ≤ +

( )

abc( )
a b b c c a

ab bc ca( )c ( )a ( )b
a b b c c a

(a b)c (b c)a (c a)b
(ab bc ca)

1 1 14

4 4 4

2 1

+ +
+ + +

= + +
+ + +

≤ + + + + +

= + +

از سوي ديگر، با توجه به نامساوي شناخته شدة 
ab bc ca a b c2 2 2+ + ≤ + +

مي‌توان نتيجه گرفت:
( ) ( )
( )

ab bc ca a b c ab ac bc

a b c

2 2 2

2

3 2+ + ≤ + + + + +

= + +

(ab bc ca) (a b c) ( )222 2
3

⇒ + + ≤ + +

از مقايسه )1( و )2( داريم:

abc( ) (a b c)
a b b c c a

21 1 1 24
3

+ + ≤ + +
+ + +

از تقســيم دو طرف نابرابري اخير بر 4abc، اثبات مسئله كامل 
مي‌شود.

٭٭٭
دامنة كاربرد اتحادها در اثبات نابرابري‌ها به مســائل بالا محدود 
نمي‌شــود، اما نمونه‌هاي فوق احتمالاً توانســته‌اند بار ديگر ضرورت 
آمــوزش كاربــردي اتحادها را و فراگير بودن آن‌هــا را در حوزه‌هاي 

گوناگون رياضي يادآوري كنند.

           تمرين                                                                                                           

.
a b a b
1 1 4
+ ≥

+
a .1 و b عددهايي مثبت‌اند. ثابت كنيد: 

a .2 و b عددهاي حقيقي‌اند. ثابت كنيد:
(a b ) ab(a b)2 2 2 24− ≥ − الف(

(a b )(a b ) (a b )2 2 4 4 3 3 2− − ≤ − ب( 

. x x
x x

3 2
3 2
1 1

+ ≥ + x .3 عددي مثبت است. نشان دهيد: 

. a b a b( )
3 3

3

2 2
+ +

≥ a  .4 و b عددهاي مثبت‌اند. ثابت كنيد: 


